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Cucvas af{nes

Definiciéon 2.1. Una curva algebraica plana afin C' C A} es el lugar ge-
ométrico de los puntos en el plano cuyas coordenadas satisfacen una ecuacion
polinomial en dos variables; es decir, sea f(z,y) € k[z,y|, entonces:

C = {p € A|f(z(p),y(p)) = 0}.
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Definicién 2.4. Una curva plana afin C' es irreducible si no puede escribirse
como la uniéon no trivial de dos curvas algebraicas Cy, Cy. (es decir, ambos
C;#C parai=1,2)

Una curva plana afin C' de grado d se dice.reducidasi no es igual a una
curva plana afin de grado estrictamente inferior.
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Definicion 2.7. Una parametrizacion de una curva plana afin C' es una
funcién genéricamente inyectiva ¢ : k — A? de la forma:

con p,q,r, s € kl[t].
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Definicion 2.8. Una curva algebraica del plano proyectivo C' C P} es
el lugar geométrico de los puntos en el plano cuyas coordenadas homogéneas
satisfacen una ecuacion polinomial homogénea en tres variables; es decir, sea

F(X,Y,Z) € k[X,Y, Z] homogéneo, entonces:
C={pe ]P"i|F(X(p) :Y(p):Z(p) =0, (pe k:z)}.
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Definicion 2.9. Una parametrizacion de una curva plana proyectiva C' es
una funcién genéricamente inyectiva ¢ : P, — P2 de la forma:

X(S:T)=P(S,T)
¢ : { Y(§:T)=Q(S,T) ,
Z(S:R) = R(S,T)

con P,Q, R € k[S,T] polinomios homogéneos del mismo grado d.
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Definicion 2.11. Sea p € C' = V(f) un punto de una curva plana afin en
A?. Decimos que C es suave en p si

of . of,
(%(p), @(1))) #(0,0),

es decir, si al menos una de las derivadas parciales de f no es cero en p.
Decimos que C' es una curva suave si es suave en todos los puntos.
Si C' es suave en un punto p, entonces la recta tangente a C' en p se
define como:

(5200 5:0)) - (o= 200y = v(a) = 0.
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Definicion 2.12. Sea p un punto singular de V'(f), y sin pérdida de gen-
eralidad supongamos que hemos elegido un sistema de coordenadas tal que
p = (0,0). Entonces p se dice ser m-tuplo si m es el grado mas bajo que
aparece en un monomio de f con coeficiente distinto de cero.
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Definicién 3.2. El anillo local de A? en el origen, denotado OAf,,Os viene
dado por:

B {§|f.g € Kz,4), 9(0.0) # o} |

M, (V) V)

(0.0)
1
O\L M (-9'/,1\1& ,(0,0)
R
TS

YA |

m - < x,*é> RS 'mxlmﬁ.\o\Q\.



E,) 2: ,P¢ C. i = 7(+3+l
7 - '13
‘2.(0,07 =l =P ' c (9
X +y +) P, te2)

<‘C\,'(\‘L7 = <‘> (D/AK ,(9,0)

(Pu f\)

€)1 5 Moo (Vtg), V(’L“+"§3+f>)

—_—

<\a/’)L"+ 13+ 2_?> = <1é /1“'+'L1>

=<3, X“(l+13)> = <3,’L‘f>

O/Al,(a,q ] SPcm ( I % rﬁl' x&)
<y x>




(0,0)

Y ,(\1> .

¢ 17‘- x>, lz-“é;+(‘é(‘l1-"3)>> =

< \('L—le " - J x 3 > =« \12_%2, x"(l-t[x))
“(y R kB> = <R RS m = &
O/A‘,ﬂool

=\, X0y,
ST e




M\ (C C,) = o { c}’
- ( \ O
>\’c=<>

{ Mtj(uia CA‘ 4



© Me,o (V(g), V (x*+ ’20’3);:8))



(\/(«a 1) V(> 5))

(o 0)

E —s (L)




Teocema e %Q/%oujc,

Teorema 4.1 (Bézout). Sean C, = V(F),Cy = V(F3y) dos curvas planas
proyectivas complejas, y sean d; = deg(Fy), dy = deg(F,). Si Cy y Cy no
tienen un componente comiin (y por lo tanto se cruzan en un nimero finito
de puntos), tenemos:

|C1 N C2|m = Z TYI,p(Cla Cz) = (l] . (12
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Lema 4.2. Denotemos Clx,|<q al espacio vectorial de polinomios de grado
menor o igual a d. Para cualquier d suficientemente grande (en particular si
d > dy + dy), la siguiente es una sucesion exacta de espacios vectoriales:

Clz, y]
i)

‘ 3
0—C [.i“ Yl<d-ai-a; — Clz, Yl€acay®Cz, Y] <i-a, = Clz,yl<a —

donde l(ﬂ mapas o y 3 se definen de la siguiente manera:

a(h) = (h- fa,—h- f1),
Blk1, k2) = fik1 + foko.
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Teorema 4.5. Una ciibica plana singular puede tener como mdximo un punto
doble. Para ser precisos, estamos descartando la posibilidad de mds de un
punto singular y la posibilidad de un solo punto de multiplicidad mayor que
2
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Teorema 4.6. Una curva de grado d no puede tener mds de (' , ) puntos
singula
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Teorema 4.7. Una curva proyectiva suave, plana y compleja C' de grado d

tiene género ().
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