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En estas notas, recordaremos algunas nociones bésicas de algebra necesarias para la
comprension de los cursillos introductorios a la teorfa de grupos, a la teoria de Galois y a
la teoria algebraica de nimeros. Si bien algunas nociones seran abordadas en el cursillo de
teoria de Galois, no lo serén todas.

Les recomendamos leer y estudiar (si acaso manejan ya estas nociones, para recor-
darlas), al menos la seccion 2, antes de los cursos, ya que estas nociones no seran
impartidas durante los mismos.

Estos apuntes, a pesar de ser escasos en ejemplos y de faltar a las demostraciones, son
parte de los preliminares necesarios para abordar los anillos de Dedekind (al igual que
nociones bésicas de élgebra lineal), y en todo caso bastan para enunciar la definicién de
una extension de cuerpos de Galois. Son un borrador y no pretenden sustituirse a ningin
libro.
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1. Motivaciéon

Una parte bellisima de la teoria de niimeros es la geometria diofantica. Se trata del es-
tudio de ecuaciones polinomiales P(x1,...,z,) = 0, donde el polinomio P € Z[X1,..., X,]
tiene coeficientes enteros (o racionales, P € Q[X,1,...,X,]), y se buscan soluciones
(x1,...,2y) en numeros enteros (o racionales). Tales ecuaciones son de gran interés al

remplazar Z por otros anillos més generales, o QQ por otros cuerpos.
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Esta rama de la matemaética debe su nombre a Diofantus de Alejandria, matemético
griego del siglo XIII, autor de las “Aritméticas”. En un ejemplar de las Aritméticas, el
matématico francés Pierre de Fermat, hace la famosa anotaciéon marginal, en el siglo XVII,
traducida con nuestras notaciones actuales:

“La ecuacion " + y" = 2" no tiene soluciones x,y, z enteras no triviales, si n > 37,
y de la cual no pudo escribir la demostracion, ya que no cabia en el margen! Después de
siglos de esfuerzo por grandes matematicos, no fue si no hasta 1995 en que Andrew Wiles,
con ayuda suplementaria de Richard Taylor, la demostrara. Justamente cabe citar la frase
de Carl Friedrich Gauss (siglo XIX), sobre la teoria de nameros: “su encanto particular
viene de la simplicidad de sus enunciados junto con la dificultad de sus demostraciones ”.

Para n = 2 existen soluciones: son los llamados triplos pitagoricos, por ejemplo (3,4, 5).
El teorema siguiente describe todas las soluciones (y que corresponden a las medidas de
los tres lados de los tridngulos rectangulos).

Teorema 1. Sean x,y,z enteros > 1 tal cual x> + y*> = 2%. Entonces existe un entero d
y enteros primos entre ellos u,v (es decir que su mdzimo denominador comin es 1) tales
que (permitiéndonos permutar x e y),
z=du® —v?), y=2duv, z=du®+v°).

Gauss demuestra el teorema de Fermat para n = 3 utilizando el anillo de enteros de
Eisenstein Z[w], donde w = ¢*7/3,

Fermat, demuestra que las tnicas soluciones enteras de la ecuacion y> + 2 = z
exactamente y = 45,z = 43. Para ello, utiliza el anillo de enteros cuadréticos Z[v/—2].

Las demostraciones de Gauss y de Fermat se sustentan en la existencia de factorizacion
tinica en factores primos de elementos en los anillos que utilizaron, Z[w], y, resp. Z[v/—2].
Sin embargo, no es cierto que todos los anillos de enteros cuadraticos sean dominio de
factorizacion tnica (por ejemplo, Z[v/—5] no lo es) y es esta una de las principales diferen-
cias que presentan respecto al anillo Z. Recordemos la forma més simple del teorema de
factorizacién tnica.

3 son

Teorema 2 (Decomposiciéon tnica en nimeros primos). Todo nimero racional x €
Q, se escribe de manera inica como

_ al a
en donde los p1,...,p, son nimeros primos, y los a1, ..., a, € Z.

Justamente, consideremos el anillo A = Z[v/—5] = {a + v/=5b;a,b € Z}. El elemento
6 € A se puede descomponer de las dos maneras siguientes (1 +1/=5)(1 —y/=5) = 2+ 3.
Los tinicos divisores del elemento (1 + v/—5) en A son 1 y él mismo, o sea que es primo.
Sin embargo, divide el producto 2 - 3, y podemos mostrar que no divide ni 2 ni 3.

Para resolver el problema de la factorizaciéon tnica, Richard Dedekind? sugiere con-
siderar ideales en lugar de elementos y demuestra la existencia de factorizacién tnica de
ideales como producto de ideales primos.

Asi pues, los métodos algebraicos son fructuosos en teoria de niimeros, incluso en pro-
blemas de profundidad. Ademés, estos métodos son ttiles en otras ramas de la matemaética,
como por ejemplo, la geometria algebraica.

2matemético aleméan 1831-1916
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2. Preliminares (dados por conocidos)

Definiciéon 3. Un grupo (G,+) es un conjunto G no vacio, dotado de una operacion +,
que verifica las propiedades siguientes:
Va,be G, a+be G (sedice que + es una ley interna),
Va,b,c e, a+ (b+c) = (a+0b)+c (asociatividad),
Jde € G,Va € G, e+a=a+e=ua (existencia de un elemento neutro o identidad),
Va € G,3ax € G, a+ax=ax*+a=e (a*x se denomina el inverso de a).
Si, ademds, + verifica en G la propiedad de conmutatividad, a saber
Va,be G, a+b=b+a,
el grupo G se dice abeliano o conmutativo, y a menudo el inverso de a se escribe —a.

Ejercicio 1. El conjunto de los enteros dotado de la suma (Z,+) es un grupo abeliano. En
cambio, dotado de la multiplicacion, (Z, x) no es un grupo. ;Es el conjunto de los nimeros
racionales Q = {3; a,b € Z,b # 0} dotado de la suma un grupo? ;y de la multiplicacion?

Definicién 4. Un anillo (A, +,:) es un grupo abeliano (A,+) donde la operacion con-
mutativa + recibe el nombre de suma, junto con otra operacion -, usualmente llamada
producto, y de la que obviaremos la notacion, que satisface las propiedades siguientes

a(b+c) =ab+ac, (b+c)a=ba+ ca, (ab)c= a(bc).

Si ademaés cumple que existe un elemento 1 € A tal que 1la = al = a para todo a € A,
se dice que 1 es el elemento unitario y que A es un anillo unitario.

Si ab = ba para todo par de elementos a y b en A, se dice que el anillo A es conmu-
tativo.

En estas notas, utilizaremos la palabra anillo en el sentido de anillo unitario conmu-
tativo. Si necesitamos referirnos a un anillo no unitario (o no necesariamente unitario) lo
diremos explicitamente.

Ejemplo. El anillo de los enteros (Z,+, x) es un anillo conmutativo y unitario.

Ejercicio 2. El conjunto 2Z = {2t;t € Z} de todos los enteros pares es un ejemplo de
anillo no unitario.

Notaciones Siendo A un anillo, usaremos la notacion A[X]| para el anillo de polinomios
con una variable sobre A, la notacion A[X7, ..., X,] para los polinomios de n variables y
A[[X]] para las series formales.

Por convencion, si A es un subanillo de un anillo B, suponemos que A contiene el
elemento unitario 1 de B.

Si B es un anillo, A un subanillo de B y = un elemento de B, escribiremos Alzx] el
subanillo de B generado por A y z, o sea la intersecciéon de todos los subanillos de B
que contienen A y x:

Alz] ={ap+ a1z + ... + apz™;i € N;a; € A}.

De manera analoga se escribe A[z1,. .., x,] si se trata de una familia finita de elementos
de B.
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Definiciéon 5. Se dice que el anillo A es integro (también llamado dominio de inte-
gridad o dominio integro) si carece de divisores de cero, o sea si el producto de dos
elementos no nulos de A es no nulo, y si A no es (0).

Si el anillo (A, +, X) es unitario (existe un elemento neutro para la segunda operacion
x), vy ademas de ser un grupo abeliano (A4, +) para la primera operacion, tiene un inverso
para cada elemento con respecto a segunda operacién X, se le denomina cuerpo. En otras
palabras

Definiciéon 6. Un cuerpo o campo (G,+, X) es un conjunto no vacio, dotado de dos
aplicaciones internas que es un grupo abeliano para cada una de las operaciones y en para
el cual la seqgunda operacion es distributiva con respecto a la primera, o sea

Va,b,ce G, ax (b+c)=axb+axec.

Por ejemplo, el conjunto de los niimeros racionales dotado de la suma y la multiplicacién
(Q, +, x) es un cuerpo.

Definicion 7. Se denomina cuerpo de fracciones o cuerpo de cocientes de un domi-

nio de integridad A al minimo cuerpo que contiene a A. Dicho cuerpo siempre existe y se
denota por Q(A) o Frac(A).

El ejemplo mas sencillo de un cuerpo de fracciones es el de los ntimeros racionales Q,
que es el cuerpo de fracciones de los niimeros enteros Z.

Definicion 8. Un ideal b de un anillo A es un subgrupo aditivo tal que x € b, a € A
implican ax € b.

El anillo A y (0) son ideales triviales.

Ejercicio 3. Un cuerpo (o campo) puede ser caracterizado por ser un anillo del cual los
unicos ideales triviales son €l mismo y (0).

Si b y ¢ son dos ideales de un anillo A, entonces se puede comprobar que el conjunto
b+c={x+y;z€b,y€c} esun ideal

Toda interseccion de ideales es un ideal.

Definiciéon 9. Si (b;) es una familia de elementos de A, la interseccion de los ideales de A
que contienen los b; es un ideal de A, llamado ideal generado por los b;. Fs el conjunto
de sumas finitas ), a;b; con a; € A.
Un ideal generado por un unico elemento b se llama principal y se escribe Ab o (b).
Un anillo integro A en donde cada ideal es principal, recibe el nombre de dominio de
ideales principales (DIP). Lo llamaremos anillo principal.

Ejercicio 4. Mostrar que el anillo de enteros Z es un dominio de ideales principales. (Usar
la division euclidiana.)

Teorema 10 (Decomposicion tinica en factores primos). Sean A un anillo principal
y K = Frac(A) su cuerpo de fracciones. Todo elemento de K se escribe de manera unica
como

v =l
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en donde los p1,...,pn son elementos de A, u es una unidad de A (o0 sea que posee un
inverso), y los aq,...,a, € Z.

Observamos que el anillo de los enteros Z es principal, y que todo elemento de Q admite
una decomposicién en nimros primos.

Definicion 11. 57 A es un anillo y b un ideal de A, las clases de equivalencia a+b, a € A,
forman un anillo, llamado cociente de A por b, y se escribe A/b.

Los ideales de A/b tienen la forma b’ /b, donde b’ recorre los ideales de A que contienen
b.

Un ideal b es irreducible si no se puede escribir como interseccion de dos ideales
diferentes de b.

Un ideal m se llama ideal maximal si existen exactamente dos ideales que contienen
am, a saber, A y el mismo m.

Un ideal p se llama ideal primo si p es distinto de A y, para todo a y b pertenecientes
a A tales que ab € p y si a & p, entonces b € p.

Ejercicio 5. El cociente A/b es un cuerpo (o campo) si y solo si b es mazximal entre los
ideales de A distintos de A.

Un ideal p de A es primo si y solo si A/p es dominio de integridad.

Un ideal mazimal es necesariamente primo.

El ideal m es un ideal mazimal de A si y solo si A/m es un cuerpo.

3. Mas preliminares sobre los anillos y los médulos
La nociéon de modulo sobre un anillo A, también llamado A-moédulo, es la generalizaciéon
directa de la nocién de espacio vectorial.

Definicién 12. Sean A y A’ anillos con elementos unitarios e y ¢’. Un homomorfismo
f:A— A es una aplicacion f de A hacia A" que verifica:

fla+b) = f(a)+ f(b), flab)=f(a)f(b), fle)= f(e).

Definiciéon 13. Un A-moédulo M es un grupo abeliano (donde escribimos aditivamente la
operacion) dotado de una aplicacion A x M — M (donde escribimos multiplicativamente)
tal que, para todos a,b € A, x,y € M, tenemos

alx +y) =axr+ay, (a+b)xz =ax+bx, a(br)= (ab)z, lx = z.
Si My M’ son A-modulos, un homomorfismo (o aplicacion linear) de M en M’ es una

aplicacion f : M — M’ tal que, para todos a € A, z,y € M,

fle+y)=[f@)+ f(y), flaz)=af(z).
Si f: X — X’ es un homomorfismo (de grupos, anillos 0 médulos X, X’), con elemetos
neutrales respectivamente e y €/, se denomina niicleo® y se escribe ker(f) = {z € X; f(z) =
€’} la imagen reciproca del elemento neutral ¢’ de X’ por f.

3ker del aleman "Kernel"que quiere decir nicleo.
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Se denomina imagen im(f) de f la parte f(X) de X'.

Ejercicio 6. Siguiendo las notaciones precedentes:

El niicleo ker(f) es un subgrupo invariante (respectivamente, un ideal, o un submdédulo)
de X.

La aplicacion f es inyectiva si y solo si el nicleo ker(f) = {e}.

La imagen im(f) es un subgrupo (resp., un subanillo, o un submddulo) de X.

Teorema 14. Si f : A — A’ es un homomorfismo de anillos, entonces el nicleo ker(f) =
{a € A; f(a) =0} de f es un ideal de A. Reciprocamente, si b es un ideal de A, entonces
la aplicacion wm: A — A/b dada por a — a+b es un homomorfismo sobreyectivo de anillos
cuyo nicleo es b. (La aplicacion m se denomina homomorfismo candnico o proyeccion).

Definicion 15. Un A-mddulo M se dice finitamente generado si admite un sistema
generador finito. O sea que cada elemento x de M se escribe como combinacion linear de
un numero finito de elementos.

El teorema siguiente es la base del estudio de los anillos y médulos noterianos.?

Teorema 16. Sean Aun anillo y M un A-mddulo. Las aserciones siguientes son equiva-
lentes.

a) Toda familia no vacia de submddulos de M posee un elemento mazimal (para la relacion
de inclusion).

b) Toda sucesion creciente (My)n>0 de submddulos de M es estacionaria, o sea, que a
partir de cierto rango son todos iguales.

¢) Todo submddulo de M es finitamente generado.

Definicion 17. Un A-mddulo M se denomina noteriano si satisface las condiciones del
teorema precedente.

Un anillo A se denomina noteriano si, considerado como A-mddulo, es un mddulo
noteriano.

Corolario 18. En un anillo A que es dominio de ideales principales (que llamaremos
anillo principal), toda familia no vacia de ideales de A admite un elemento maximal. O
sea que A es un anillo noteriano.

Recordamos que el anillo de los enteros Z es principal, y entonces noteriano.
A continuacién, daremos algunos resultados sobre los anillos que nos seran tutiles para
estudiar los niimeros algebraicos, y en particular, los campos de ntmeros.

Definicion 19. Sea R un anillo y A C R un subanillo de R. Un elemento x de R es
entero sobre A si existen ag,...,a,_1 € A tales que

2"+ ap_ 12" '+ . +ax+ag=0. (1)

O sea que x es raiz de un polinomio mdnico (i.e. el coeficiente del monomio de mayor
grado es 1) de A. Esta relacion se llama relacion de dependencia integral de x sobre A.

4Llevan ese nombre en honor a la matematica alemana Emmy Noether 1882-1935, descrita por Albert
Einstein como el genio matemdtico creativo mdas considerable desde que las mujeres tiene acceso a los
estudios superiores.
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Por falta de tiempo, vamos a admitir, lamentablemente, el teorema siguiente, del cual
deducimos los resultados de esta seccion. (Para la demostracion, ver teorema 1 del capitulo

IT §1 del libro de Pierre Samuel.)

Teorema 20. Sea R un anillo®, A C R un subanillo de R, y x un elemento de R. Las
propiedades siguientes son equivalentes.

a) El elemento x de R es entero sobre A.

b) El anillo Alx] es un A-mddulo finitamente generado.

¢) Eziste un subanillo B de R conteniendo A y x, que es un A-mddulo finitamente
generado. (AC BC R, z € B)

Proposicion 21. Sea R un anillo, A C R un subanillo de R, y sea (z;)i=1,..n una familia
finita de elementos de R. Si, para todo i, el elemento x; € R es entero sobre el anillo
Alxy, ..., xi—1] (y en particular, si todos los x; son enteros sobre A), entonces Alx1, ..., xy]
es un A-mddulo finitamente generado.

Demostracion. Por recurrencia sobre n. El caso n = 1 es el teorema 20 b).

Deducimos el corolario siguiente de la proposicion y el teorema 20 b).

Corolario 22. Sea R un anillo, A C R un subanillo de R. El conjunto A" de los elementos
de R enteros sobre A, es un subanillo de R que contiene A.

Definiciéon 23. Con las notaciones del corolario precedente, el subanillo A’ se llama la
clausura entera de A en R (tenemos AC A’ C R.)
Ademds, si A= A’, se dice que A es integralmente cerrado en R.

Deducimos del corolario precedente

Corolario 24. Sea R un anillo, A C R un subanillo de R, y sean x,y elementos de R
enteros sobre A. Entonces x + y,x — y,xy son enteros sobre A.

Definicion 25. Sea A un anillo integro (también llamado dominio de integridad o dominio
integro, o sea que carece de divisores de cero) y K = Frac(A) su cuerpo de fracciones. La
clausura entera de A en K = Frac(A) se llama la clausura entera de A.

Si ademds, A es integralmente cerrado en K = Frac(A), se dice que es integralmente
cerrado (o normal).

Ejercicio 7. Mostrar que el anillo A = Z[\/—3] no es integralmente cerrado.
Ejercicio 8. Mostrar que el anillo A = Z[\/5] no es integralmente cerrado.

Definicion 26. Sean B un anillo y A C B un subanillo de B. Se dice que el anillo B es
entero sobre A si todo elemento de B es entero sobre A, o sea que la clausura entera A’
de A en B, es igual a B (tenemos A" = B).

Proposicion 27 (Transitividad). Sean A, B y C anillos tales que A C B C C. Si C es
entero sobre B y B es entero sobre A, entonces C es entero sobre A.

5R como “ring”, que quiere decir anillo en inglés
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Demostraciéon. Considerar x € C. Usar proposicién 21 y teorema 20.

Proposicion 28. Sean B un anillo integro y A C B un subanillo de B tal que B es entero
sobre A. Entonces B es un cuerpo si y solo si A es un cuerpo.

Demostracion. Usar teorema 20.

4. Elementos algebraicos

Definicion 29. Un nimero complejo o (€ C) se dice algebraico si existe un polinomio
P € Q[X] non nulo (de grado n > 2), tal cual P(ar) = 0. Es decir que existen nimeros
rationales a; € Q, tales que

anx™ 4 ap_12" M+ ..+ a1z + ag = 0.

Multiplicando por el inverso de a,,, podemos suponer que a, = 1.
Si a, =1 y los otros a; son enteros (€ Z), a se dice ser un entero algebraico.

Si, en cambio, no existe tal relaciéon de dependencia entre potencias de «, al niimero «
se le dice transcendente.

Por ejemplo, es facil de demostrar que v/2,v/3, /5, ¥/7, 4, 2™/ son algebraicos, incluso
enteros algebraicos. En cambio es més dificil demostrar que e o 7 son transcendentes.

Podemos demostrar que la suma, o el producto, de nameros algebraicos es algebraico?
Por ejemplo, es facil mostrar que o = v/2+ /3 es algebraico (Ejercicio), pero menos facil
mostrar que 8 =3 v/5 +3 /7 lo es.

Para sobrellevar esta dificultad, Dedekind generalizé la nocién a los anillos conmutati-
vos, remplazando C y Z por anillos méas generales.

Definicién 30. Sea R un anillo y K C R un subcuerpo® de R. Un elemento = de R es
algebraico sobre el cuerpo K si existen ag,...,a,_1 € K no todos nulos, tales que

anz” + ap_12" '+ ...+ a1z +ag=0. (2)

Ejercicio 9. Con las notaciones de la definicion 30,

1. verificar que x algebraico sobre K implica x entero algebraico sobre K,

2. deducir del teorema 20 b), que x algebraico sobre K equivale a que la dimension [K[x] :
K] de la extension K[z] sobre K sea finita.

Definicion 31. Un anillo R que contiene un cuerpo K se dice algebraico sobre K si
todo elemento de R es algebraico sobre K.
Si R = L también es un cuerpo, se dice que L es una extension algebraica de K.
Si L y K son cuerpos, K C L, la dimension [L : K| se denomina el grado de L sobre
K.

Ejercicio 10. Sean L y K son cuerpos tales cuales K C L. Mostrar que si el grado [L : K]
de L sobre K es finito, entonces L es una extension algebraica de K. (Aplicar el teorema

20 c).)

5K como “Kérper”, que quiere decir cuerpo en aleman
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Definiciéon 32. Se denomina cuerpo o campo de nimeros toda extension (algebraica)
finita (i.e. de grado finito) de Q.

Ejercicio 11. Demostrar la proposicion siguiente.

Proposicion 33. Sean K un cuerpo, L una extension algebraica de K y M una extension
algebraica de L. Entonces

1) M es una extension algebraica de K.

2) Vale la multiplicidad de los grados, a saber [M : K| =[M : L]-[L: K].

Demostracion.
1) Aplicar la proposicion 27.
2) Trabajar con las bases de L sobre K y de M sobre L y buscar una base de M sobre K.

Proposicion 34. Sea R un anillo que contiene un subcuerpo K C R. Sea K' C R el
conjunto de los elementos de R que son algebraicos sobre K.

a) K' es un subanillo de R que contiene K.

b) Si R es integro, K' es un subcuerpo de R.

Demostracién.
1) Aplicar el corolario 22.
2) Aplicar la proposicion 28.

Volvamos a la definicién de un ntimero algebraico. El niimero racional « es algebraico si
existe un polinomio P € Q[X], no nulo y ménico, que se anula en «. Consideremos el ideal
(P) del anillo Q[X], o sea, el ideal generado por P. Visto que el anillo Q[X] es principal,
el ideal (P) es principal, o sea que existe un polinomio minimo que lo genera. Llamémoslo
P,. Cualquier otro polinomio que se anula en « serd un multiple de FP,.

Ejercicio 12. ;Cudl es el polinomio minimal de o = HT\/E ¢

Formalizemos esto de manera mas general. Sean R un anillo, KX C R un subcuerpo de
R y x un elemento de R. Definamos un homomorfismo

¢: KIX] =R
tal cual o(X) = z, p(a) = a, para todo a € K. Un tal homomorfismo es tnico. Su
imagen es ¢(K[X]) = K[z]|. Ademas
x es algebraico sobre K < ker(p) # 0. (3)

El nticleo ker(p) es un ideal del anillo principal K[X], y por ende, es un ideal principal.
Notemos F' su polinomio minimo non nulo que lo genera. Sea G € K[X]. Entonces G(z) =0
equivale a F'(X) divide G(X). Siendo K un cuerpo, podemos suponer que F' es moénico.
Este polinomio es determinado de manera tnica por K y x. Se denomina el polinomio
minimo de z sobre K.

Si pasamos al cociente, obtenemos el isomorfismo canénico

K[X]/(F(X)) — K[z]. (4)
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Proposicion 35.
K[z] cuerpo < Klz| integro < F(X) irredicible.

Demostracion. Mostremos la primera equivalencia (y dejemos la segunda como ejercicio).
Supongamos que K[z] es integro (o sea sin divisores de cero). Apliquemos la proposicion
27 de los preliminares a B = K[z] que es un anillo entero sobre A = K. Como K es un
cuerpo, entonces K[x] lo es también.

Supongamos ahora que K|[z] es un cuerpo. Como cada elemento tiene un inverso, en-
tonces, como anillo, es integro.

Reciprocamente, sean K un cuerpo y F(X) € K|[X] un polinomio irreducible. Entonces
el cociente K[X|/(F(X)) es un cuerpo y contiene K. Si notamos x la clase de X en ese
cuerpo, entonces F(z) = 0. Vemos como F'(X) es divisible por el factor de primer grado
X — x en ese cuerpo K[z]. De manera mas general, mostramos

Proposicion 36. Sea K un cuerpo, P(X) € K[X] un polinomio no constante. Erxiste una
extension alegbraica K' de grado finito sobre K tal cual P(X) se descompone en factores
de primer grado en K'[X].

Demostracion. Por recurrencia sobre el grado d de P(X).

5. Elementos conjugados, cuerpos conjugados

Ejemplo. Volvamos a nuestros ntiimeros algebraicos. Por ejemplo v/5 es un nimero alge-
braico y Q[v/5] = {a + v/5b;a,b € Q} es un cuerpo. Su polinomio minimal (irreducuble)
es F(X) = X2 — 5, que es de grado 2. La extension de cuerpos Q[v/5]/Q es de grado
[Q[v/5] : Q] = 2. Una base es {1,1/5}. Su anillo de enteros es Z[lgi‘/g]

El polinomio F(X) tiene otra raiz, a saber —v/5. El ntimero —/5 es también algebraico,
y el cuerpo Q[—v/5] = Q[v/5]. O sea que —+/5 comparte ciertas propiedades con /5.

Ejercicio 13. Definamos la funcion
v QIV5] - Qv

tal cual p(v/5) = —V/5, y p(Q) C Q. Mostrar que ¢ es un isomorfismo y que es tnico.
Decimos que ¢ es un Q-isomorfismo.

Ejercicio 14. Veamos el nimero w = _1%‘/?3 Es también algebraico y Zw] es el llamado
anillo de los enteros de Eisenstein. Su polinomio minimal es F(X) = X3 —1, y es de grado
3. ;Qué pasa con Q[w] y las otras raices de F'?

Veamos la teoria general.

Definicion 37. Sean L y L' cuerpos conteniendo un cuerpo K. Un isomorfismo ¢ : L — L'
se denomina K-isomorfismo de L sobre L' si o(K) C K. Se dice entonces que L y L'
son K-isomorfos. Si L y L' son algebraicos sobre K ; se dice que son cuerpos conjugados
sobre K.
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Si L, L' son extensiones de K, se dice que los elementos x € L, ' € L' son conjuga-
dos sobre K si existe un K-isomorfismo ¢ : K(x) — K(2') tal cual p(x) = a’. Entonces
© es unico.

En este caso, ya sea x,x' son ambos transcendentes sobre K, o bien, son ambos alge-
braicos sobre K y tienen mismo polinomio minimal.

Ejemplo. Sean F'(X) un polinomio irreducible de grado n sobre K,y x1,...,z, sus raices
en una extension K’ de K (ver Proposicion 36). Entonces los x; son conjugados dos a dos
sobre K (ver (4)), y los cuerpos K [z;] son conjugados dos a dos.

Definicion 38. Para todo cuerpo K existe un unico homomorfismo de anillos ¢ : Z — K,
definido por o(n) =1+ 14 ...+ 1, n veces, para n > 0, y por o(—n) — @(n).

Si @ es inyectivo, identifica Z a un subanillo de K, y entonces K contiene también el
cuerpo de fracciones Q de Z. Se dice que K es de caracteristica 0.

Si ¢ no es inyectivo, su nicleo es un ideal pZ, p > 0. Entonces 7/pZ se identifica a un
subanillo de K, y por ende es integro; o sea que p es un numero primo. Se dice que K es
de caracteristica p.

Lema 39. Sean K un cuerpo de caracteristica 0, o un cuerpo finito, F(X) € K[X] un
polinomio mdnico irreducible, y F(X) = [[1(X — x;) se decomposicion en factores de
primer grado en una extension K' de K (ver Proposicion 36). Entonces las n raices x; son

distinctas.

Demostracion. Razonar por el absurdo, tomar en cuenta la derivada de F', que es de
grado inferior a F'.

Teorema 40. Sean K un cuerpo de caracteristica 0, o un cuerpo finito, K' una extension
de grado finito n sobre K, y C un cuerpo algebraicamente cerrado y que contiene K. Existen
n K-isomorfismos distintos de K' en C.

Demostraciéon. Supongamos primero K’ = K|[z], con z € K’. El polinomio minimal
F(X) de = sobre K es de grado n. Por ende admite n raices z1,...,x, en C, que son
distintas (ver lema). Para cada i = 1,...,n tenemos un K-isomorfismo o; : K’ — C, tal
cual o(ry = ;.

En el caso general, se procede por recurrencia sobre el grado de K’ sobre K.

Corolario 41 (Teorema del elemento primitivo). Sea K wun cuerpo finito o de caracte-
ristica 0, y K' una extension finita de K de grado m. Eziste un tunico elemento x de K’
(denominado elemento primitivo) tal cual K' = Klx].

Disponemos ahora de todos los elementos necesarios para considerar, junto con un
cuerpo, sus automorfismos.

Ejercicio 15. Sean L un cuerpo y G un conjunto de automorfismos de L. Sea K(G) el
conjunto de los elementos x € L tales cuales o(x) = x para todo o € G.

Mostrar que K(G) es un subcuerpo de L. Se denomina €l cuerpo de los invariantes
de G.
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Ejercicio 16. Sea L/K una extension de cuerpos. Mostrar que el conjunto de los K-
automorfismos de L, dotado de la composicion para las funciones, es un grupo.

Teorema 42. Sean K un cuerpo finito o de caracteriitica 0, y L una extension finita de
K de grado n. Sea G el grupo de los K-automorfismos de L. Las condiciones siguientes
son equivalentes:
a) K es el cuerpo de los invariantes de G;
b) para todo x € L, el polinomio minimal de x sobre K posee todas sus raices en L;
c) L es generado por las raices de un polinomio sobre K.
Bajo estas condiciones, el grupo G posee n elementos.

Definicion 43. Si las condiciones del teorema son satisfechas, se dice que L es una
extension de Galois” de K y que G es el grupo de Galois de L sobre K.

Los resultados enunciados en estas notas permiten de demostrar el teorema 42.

Esquisa de demostracion del terorema 42.

a) = b) Usar (3).

b) = c¢) Considerar un elemento primitivo z de L sobre K.

c¢) = a) Usar lo visto en la seccion 5 y aplicar el teorema 40 y el corolario 41.
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