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Estabilidad de problemas diferenciales

Estabilidad del problema diferencial

Um problema diferencial definido de un operador A con
condiciones de contorno do tipo de Dirichlet en la frontera 9Q y

con fuente f
{ Au=f
oo = 8

@ una Unica solucién u del problema, y

se dice estable si existe:

@ que depende en maniera continua respecto a la fuente f o de
las condiciones de contorno g.
Entonces un problema es estable si tiene una tnica solucién e para
que con pequeiias variaciones dela fuente o del contorno
obtenemos pequenas variaciones dela solucién u
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Estabilidad de problemas diferenciales

Normas de funciones continuas

La distancia entre dos soluciones u, w (o variaciones das
soluciones u, u+ du) medie-se mediante las normas de funciones

lu—w||poe = méé |u(x)—w(x)| (norma infinito o norma del maximo)
Xe

lu—wlp2= \//Q lu(x) — w(x)[2dx (norma L?)

En el caso de las variaciones se medie |[0u| < o ||dul|,2
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Estabilidad de problemas diferenciales

Método numérico

Un método numérico de paso h definido por el Aj, para resolver el
problema de la pagina anterior puede ser escrito como

{ Apup = fy
Unjon = &h

onde Ap € un operador numérico que aproxima un operador
diferencial A.

La solucién up = {u;}i=1,. n es formada das aproximaciones u; de
u(x;) con x; = xo + ih pontos discretos en el espacio.
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Estabilidad de métodos numéricos

Estabilidad del método numérico

El método numérico es estable si:

@ pequeiias variaciones de la fuente f, o del contorno g llevan a
pequenas variaciones de la solucién uy.

La distancia entre dos soluciones up, wy, (o variaciones das
soluciones) se mide a través de las normas

lup—wpl|Le = rr11éxN|u,-—W,-| (norma infinito o norma del maximo)
1= AR

N

lup — w2 = Z h(uj — w;)? (norma L?)
i=1
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Estabilidad de métodos numéricos

Ejemplo de estabilidad respecto a la frontera

Usamos el método numérico aplicado con la misma fuente mas con
condicién a la frontera g, y ¥, diferentes

{ Apup = fp
UnjoQ = &h
{ Apwy, = f,

Whia = ¥h

El método se dice estable respecto a la condicion en la
frontera:
si existe ¢ > 0 independiente de la malla y de las soluciones, tal que

|up — whllL < cllgh — ¥nllL=

Giuseppe Romanazzi Aula 2 - Estabilidad 7/32



Estabilidad de métodos numéricos

Ejemplo de estabilidad respecto a la fuente

Si usamos el método numérico aplicado con la misma condicién en
la frontera y diferentes f4, ©p

{ Apup = fy
Unjon = &h
{ Apwp = op

WhioQ = 8h

el método se dice estable respecto a la fuente:
si existe ¢ > 0 independiente de la malla y de las soluciones tal que

|un — whl[Le < c|lfp — @nllLee.
El mismo vale si usamos la norma en L2.
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Estabilidad en Problema de Valor Inicial (PVI)

es un problema estable si
@ la solucién es (nica
@ y depende en manera continua de la condicién inicial.

Es decir : si pequeiias variaciones de la solucidn inicial llevan a
pequenas variaciones de la solucién final.
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Condicién de Lipschitz para ter unicidad

La funcion f = f(t,y) satisfaz la condicion de Lipschitz si existe
M > 0 tal que para cada yy,ya |f(t,y2) — f(t,y1)| < Mly2 — y|

Proposicion

Si f satisfaz la condicion de Lipschitz entonces el problema
{ y = f(t,y(t))
y(0) =0

admite una dnica solucion.

Proposicion

Si fuera f con % limitada entonces f satisfaz la condicion de
Lipschitz y entonces el problema de valor inicial tiene una tnica
solucion.
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Ejemplos de problemas que satisfacen la condicién de

Lipschitz

Los PVI con f(t,y) = g(t); f(t,y) = Ay, f(t,y) = tsin(y) con
t € [0, T] son problemas con solucién tnica.

En vez el PVI con f(y) = €¥ no tiene solucién tnica si t € [0, o0],
porque €’ no es limitado, porque la derivad y' = e’ puede crecer
indefinidamente y entonces la condicion de Lipschitz no es
satisfecha.
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Ejemplo de estabilidad

Si f fuera linear respecto a vy,
que significa f(t,y) — f(t,w) = f(t,y — w)
entonces f satisfaz la condicién de Lipschitz.

f
Y si g fuera limitada y |ly(t)|| < ¢||wol|
Yy

con la constante ¢ > 0 independiente del tiempo, entonces el
problema es estable.
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Demostracion

Por la slide anterior tenemos satisfecha la condicion de Lipschitz y
asi tendremos una tnica solucion. Analizamos ahora la continuidad
respecto la condicién inicial. Si cambiamos la condicién inicial,
tenemos dos problemas PVI con la misma f

{ y'=f(t,y(t)) { w' = f(t, w(t))
y(0) = yo w(0) = wo

observamos que

(v —w)' = f(t,y(t)) — f(t,w(t)) = f(t, (y — w)(t)),

(y — w)(0) = yo — wp entonces pela hipdtesis siendo y — w una
solucién del PVI con f vale:

[y = w)(0)]| = [ly(t) — w(t)l| < Cllyo — wol

El problema es entonces estable.
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Estabilidad absoluta

Dado un problema estable queremos que también el método
numérico sea estable en el sentido que la solucién depende de
manera continua respecto el dado inicial.

Dado el problema PVI

{ y' = f(t,y(t))

y(0) = yo
n+1 — n £
el método de un paso { y " on(y": ) es estable
=)0
(absolutamente) si
@ existir C > 0 tal que
ly" ) < Clyol.

Es importante que C sea independiente respecto el paso da malla

h, respecto yy, Yy respecto n.
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Ejemplo de problema PVI estable y inestable
(absolutamente)

Si vale que para cada n: y"t! < ay” entonces

yh<ay" <y ? < <.
Solamente se a < 1 el problema PVI serd estable.

Porque en este caso para todo n : a” < a entonces C = a.

Sienveza>1 a">1, lim a" = +oc0.
n—o0o

a" es creciente respecto n y ilimitada: no se puede limitar con un
tnico C > 0. El PVI es inestable.
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Andlisis de estabilidad con Forward Euler (FE)

Suponemos de resolver el problema (de tnica solucién e estable)

con A< 0

{0,

usando el método Forward Euler (FE) obtenemos

n+1 n

u —u
A
que puede ser escrito en la forma explicita
" = 0" A" = (14 AAL)u”

Este lleva a u" = (1 + AA¢)"up
Entonces para ter estabilidad debemos elegir A; tal que
|1 + AA¢| < 1 o equivalentemente —2 < AA; < 0 entonces A;

tiene que satisfacer 0 < A; < —% = ﬁ

= \u"
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Regidn de Estabilidad de FE

Regién de estabilidad por AA;:
es el circulo de centro —1 e radio 1.

. T z = AA; € C tiene de estar
15 dentro este circulo
' (|11 4+ AA¢| < 1) para ter
ot A b estabilidad de FE.
05 . _,r’j
-1 - —_
15
= 2 =

A tiene de ser limitado (0 < A; < \%\I) para ter estabilidad!
Precisamos muchos pasos para aproximar la solucién en un tiempo
grande T.
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

Estabilidad en el caso de Backward Euler

Método Backward Euler

o equivalentemente

De este obtenemos
(1—-ANU™ =y"
Este lleva a

Un+1 o 1

- 1—At/\U
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Estabilidad de Problemas de Valor Inicial

1
BE : U™ = ——U"
1— A
La condicién de estabilidad es |ﬁ| < 1 Siendo A < 0 tendremos
1— A\ > 1y por lo tanto por cualquier paso de tiempo A; > 0

la condicién es verificada. El método es siempre estable.
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Anilisis de Von Neumann

Estabilidad para problemas diferenciales da ecuacién de
adveccion

En el caso de analizar la estabilidad del problema u; 4+ au, =0
Usando FTCS . : .
Ut - gp U -,
At Ay
Resulta dificil llegar a la relacién con el factor de amplificacién C
tal que por cada j

urtt=cup =...=c"y}

Se puede usar una otra analisis chamada analisis de Von Neumann
que es basada en la expansién de Fourier.
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Anilisis de Von Neumann

Expansion en Series de Fourier y estabilidad del problema
PVI

Una funcién se puede representar por base de series de Fourier
1 +00 €
u(x,t) = — a(g, t)e's*d 1
(x,t) o / (& t) § (1)

onde G(¢, t) = \/% fj;o a(x, t)e ¥ dx. Siendo que vale la
desigualdad de Parseval

lull 2 = [[a]] 2-

Analizar el crecimiento de u es el mismo que analizar el
crecimiento de 4.
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Anilisis de Von Neumann

El beneficio de usar la expansién (1) es que la ecuacién puede ser
trasformada en una donde ten solamente los coeficientes de
Fourier. Usaremos por ter eso:

1 Foo .
o) = / j€a(e, 1) de

+00 .
ue(x, t) = \/12? /_ b:(€, t)e'*de

y tenemos pela igualdad us + auy = 0 una relacién (ODE)
solamente con los termos (¢, t):

0:(€, t) +iaga(s, t) =0 (2)
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Anilisis de Von Neumann

La expansién en Serie de Fourier permite entonces de linearizar las
derivadas uy, su estudio de estabilidad serd mas simples, podemos
analizar el crecimiento en el tiempo para cada termo £
separadamente.

Analizaremos solamente el crecimiento de (&, t) (que satisface a
ecuacién (2)) para verificar la estabilidad de la solucién u(x, t).
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Anilisis de Von Neumann

Expansion en Series de Fourier y estabilidad del método
numérico

La solucién numérica U de un método (que aproxima u(x;, t"))
de paso h en el espacio, se puede representar en base de Fourier
discreta

U’ = L[ an €5 d 3
= — J

+oo
onde U"(¢) = T > Ure ®dx.
j=—o0
Vale también aqui la desigualdad de Parseval || U"]|;2 = || 0" 2.
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Anilisis de Von Neumann

Como antes, el beneficio de usar la expansién (3) es que cualquier
discretizacion en el espacio se podra linearizar usando esta
expansion, ejemplo con la formula centrada centrado:

UJ-”JF:l — Ujf’_l _ 1 /+0<> On(f)eiﬁ(XjJrh) _ el&(xj—h) "
2h V27 ) 2h

Pt
- =3 | r©sin(he)ae

permite de analizar mas facilmente la estabilidad del método.
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Anilisis de Von Neumann

Sea g(¢) el factor de amplificacién de U(¢),
que es tal por definicién

0m1(€) = g(£)0m(9).

Se probamos que |g(€)| < 1 sendo que U"(€) = (g(£))"0°(¢)
tendremos

10°€)ll2 < lgOI"10°)]l2 < 10°(€) 12
y asi
107(€)ll2 < 10°(€) ]2
que lleva a ter estaAbiIidad nos coeficientes da expansién. Ahora
siendo |[U"||2 = ||U"||2 tenemos estabilidad también del método
numérico:
1072 < [1°]l2

Vamos ver como esta anélisis si puede aplicar en el caso de un
problema y método especifico usando la expansién en serie de

Fourier.
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Anilisis de Von Neumann

Ejemplo de analisis de estabilidad de FTCS aplicado a
U + auy = 0]

FTCS: i
n n n n
UJ B lJJ +4a Jj+1 B ljj_l — O
JAWS 2h
+1 n 0o in
Un U /+ U +1(5) ( ) Iijdé-
At \/ Af
+o0
g -1 "n i34
= U e'sNd
~ /_ E = e
un

[l — UJ{’_1 1 /+oo Un(g)eig(xﬁh) _ eib(xi—h) ”
2h Ver ) 2h

Pt
= =3 | r©sin(he)ae
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Anilisis de Von Neumann

El método FTCS puede ser escrito entonces como

+oo
\ﬁ/ At -1 + ah sin(h¢)]0"(€)de = 0

Y por la unicidad de expansién de Fourier tedremos
1
g(it + ahsm(h§) =0
Asi deducimos

8(6) =1 ia"}" sin(ch)

que tiene tiene el modulo mayor de uno |g(£)| > 1 llevando a ter
|U"]|2 > ||U°]|2 el método es asi inestable.

Porque tendremos por la igualdad de Parseval
U]z = U2 > [[U°]]2 = [|U°]2
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Anilisis de Von Neumann

Analisis de Von Neumann

Es una andlisis rapida que permite determinar directamente g(¢&)
por un dado método. Ejemplo con FTCS:

n+1 n
v -y s Un =Yt _

Ay 2h
se substituimos U/ por g(&)"e® podemos obtener el mismo
factor g(&) (obtido antes usando la expansién de Fourier)

n+1 n
Uj _ Uj — g(&) — 1g(§)nei§xj
Ay JANS

U" ur ish _ g—i¢h . in(¢h
J+12h i1 _ € 2he 2(6)e — I_asm(§ )
Dividendo para g(&)"e/®x

g(¢) =1 sin(¢h)

A, h
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Anilisis de Von Neumann

Andlisis de Von Neumann por el método de Upwind
aplicado a u; + au, =0

Vemos el caso a > 0

urtt —yr _ .
J ] g({) 1 n  i€x;
A =" A g(&) e~

NEMO
Giuseppe Romanazzi Aula 2 - Estabilidad 30/ 32



Anilisis de Von Neumann

L et
g(fA)t ! +a Z =0 Ou seja
1 — e ith . .
gl§)=1- aAt+ =1-v(1- e"gh) =1—v+pevh

donde v = a%.

g(&) (como valor complexo) estd entonces en el circulo de centro
(1 —-v,0)y radio v.

Asi para ter la condicién de estabilidad |g(&)| < 1 necesariamente
tendremos v < 1.

Porque si fuera v > 1 entonces o ponto mas a izquierda en el eje
realserdl—v—v=1-2vr<1-2= -1 g(£) no es contenido
en el intervalo | — 1, 1[: tendremos inestabilidad.
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Anilisis de Von Neumann

Andlisis de estabilidad de Lax aplicada a u; + au, =0

n __yyn
Ui - Uy

UptUp,
2
=0

U{H-l _
J
A, T
ei€h 1 e—ith ik _ g—ith
g(é.) - f +aAff =0

g(&) = cos(éh) — ivsin(h) con v = a4t donde usamos que
elhé | —ih€ elh€ _ g—ih¢
— = cos(hf); —

Observamos que

= isin(hg)

1g(6)] <1 <= cos?(€h) + 12sin?(Eh) <1 = v <1

Tendremos estabilidad si nuevamente vale la condicidon
A
a— <1
h
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